Cap. 32: Magnetismo da Matériae
Equacoes de Maxwell

Curso deFisicalll

Profa. Ana Barros



Halliday, Resnick e Walker, Fundamentos da Fisica — Vol. 3 — 10a edicao.

Bibliografia adicional:

a) H. M. Nussenzveig, Curso de Fisica Basica, Vol. 3
b) R. Serway e J. W. Jewett Jr., Principios de Fisica, Vol. 3

c) M. Alonso e E. Finn, Physics
d) F. Zemansky, Eletromagnetismo, Vol.3

e) P. A. Tipler, Fisica, Vol. 3.

https://sites.ifi.unicamp.br/f328/aulas/

https://eaulas.usp.br/portal/profession.action?profession=F%C3%ADsica



A Le1 de Gauss do magnetismo

A lei de Gauss para campos magneticos € uma maneira formal de
se dizer que ndo existem monopolos magnéticos:

¢, = B.AdA=0

O fluxo de B através de qualquer superficie  <een @,&,.ﬁm
fechada ¢ nulo, j4 que ndo pode existir qualquer

“carga magnetica’” 1solada envolvida pela
superficie.

Vemos que @, =0 através das superficies I
e II da figura. As linhas de B sao fechadas.

A le1 de Gauss do magnetismo ¢ valida mesmo para estruturas
mais complicadas do que um dipolo magnético.



Campos Magneticos Induzidos

Vimos que um fluxo magnético variavel no tempo produz um
campo elétrico. Sera que um fluxo elétrico variavel no tempo pode
produzir um campo magnetico? A experiéncia diz que sini.

Por analogia com a le1 de Faraday reformulada, podemos
escrever:

S d
§ B.dl =u¢, % (Lei de Maxwell da indu¢do) ==

4 + |

Consegue-se £ uniforme variando a taxa constante =~ = ==
dE . . d . J d d B
¢~ no interior de um capacitor que esta sendo carregado e
dl com uma corrente constante (figura (a)). e

O campo elétrico variavel produz um campo magnetico  +»=

dentro e fora da regiao cilindrica. figura (a)



Le1 de Ampere-Maxwell

Veé-se que ha duas diferencas entre os casos
elétrico e magnético: a) no lago de circuitacdo
(figura (b)), o sentido de B induzido é oposto ao do
campo E induzido, razdo pela qual nao aparece o
sinal negativo na equac¢ao anterior; b) as constantes

Uy e € aparecem por causa da ado¢ao do sistema

3 R
SI de unidades. i
figura (b)

A le1 de Ampere-Maxwell

Considerando as duas maneiras de se obter um campo magnetico
(uma corrente ou um campo £ variavel no tempo), podemos
combinar as equagoes correspondentes em uma so:

if B.dl = U, dﬁ + Ui (Lei de Ampere-Maxwell)
dt’ eny




Corrente de Deslocamento

Observamos que o termo g, 9, tem dimensao de corrente € 0
l :
chamamos de corrente de deslocamento (i,):
. d¢E i{/
li = &
dt ; ;
e —_—b

Entdo a le1 de Ampere-Maxwell fica: * =

§Ed7 :lu0 (ienv T ld)

Para o caso de um capacitor sendo carregado (figura), mostra-se
facilmente que i; = 7; entdo podemos considerar a corrente ficticia i,
como dando continuidade a corrente real i que esta carregando o

capacitor. o
== |, tem significado real?




Campo Magnéticos Induzidos

Calculando o campo magnético induzido

Embora nenhuma carga realmente se mova entre as placas do
capacitor sendo carregado, o conceito de corrente de deslocamento
pode nos ajudar a calcular o campo magnético induzido.

Como a corrente de deslocamento esta uniformemente distribuida
entre as placas do capacitor circular de raio R:

Kol *- *
B(ry=25r  (r<R) ' A9

E fora do capacitor:
B B B

l . .
B( ]/-) — m (7/ > R) campo devido campo deV}dQ campo deV}do
Tr a corrente 1 acorrente 7,  acorrente

O sentido de B esta mostrado na figura.



As equacoes de Maxwell

As equacoes de Maxwell sao equacgdes basicas do eletromagnetismo,
capazes de explicar uma grande variedade de fendOmenos € sao a base
do funcionamento de muitos dispositivos eletromagnéticos. Sao elas:

Forma integral Forma diferencial
EfE.ﬁdA:M —> vﬁzﬁ (1)
& £,
§§ AdA =0 =) V.3=0 2)
§E df_—% —)> Vxﬁz—a—B 3)
dt ot
:ff?.df :ﬂogo%+yoienv =) VxB:,uoj+eo,uoaa—lf (4)
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Equacoes de Maxwell: Forma Integral

As equacoes de Maxwell descrevemm como cargas e correntes dao origem a campos elétricos e
magnéticos. Essas equacoes sao dadas, em sua forma integral, por

@EE}‘:E-EA:S‘ - ? (Lei de Gauss)
]
gsﬁﬁ dS = 0 (Lei de Gauss, Magnetismo)
L dHE
j{E dl = —2 (Lei de Faraday)
o dt
. d®E .
B-dl = pm,-.,+pl}fu? {Lei de Ampere)
o

omde:
5 & uma superficie fechada,
d5 é um vetor perpendicular a S;
' é uma curva fechada,
dl & um vetor paralelo (tangencial) a O
E é o campo elétrico;
Béo CAmpo magnético;
fI:rE,;— & o fluxo elétrico que atravessa 5,
fb‘% & 0 flieo magnético que atravessa 5;
Jin & a carga elétrica dentro de S;
iy = dyg/dt & a corrente elétrica que atravessa C';
'-'Iirg & o fluxo elétrico na superficie aberfa apolada em
45 € o fluxo magnético na superficie aberfa apoiada em C;
e = 8.85 x 10712 1‘.3‘3;"1'12[111.E & a permissividade elétrica no vacuo;
pg = 41 % 1077 = 1.26 x 1078 T.m/A é a permeahilidade magnética no vacuo.



Operadores Dhferenciais

Dufinindo um operndor diferencial 7

w248 4
Br'By' 8z ]
visunlizado como wm vetor commm,, & wsandn operssses de cfloulo weborsl, como produto ssealar
produtn vetorinl, podemes definir opersdores eoovweniesies parn silenlos sletrompgnéticos.

Cradiente
Htﬁmmm@.&ugdﬁhémﬂ,dﬂnﬂnpﬂﬁﬂtdﬂﬁﬂnpﬂr
¢ 3¢ &9
ﬁl?- (-ﬂ:lﬁl:'ﬂf
Divergente

Suth-.' - [.E'x,E':E::lumenmpnm:dul. Sen divergente & um esenler, denotndo p-ut"f-"ﬂ'r:
definido par

Rotacional
3ejm E= [Eg, EE"El] um enmpa vetorinl. Seu rotocionnd € um vetor, denotsdo p-ur"f-" x E e definido
ar

¥
]

F
=
g E

L =

VxE =

By ©Bz'8z Br'Br oy

_{m BE, BE, 8 &E,_-m]

Hh'] mt L= 1]

Laplaciano
Sejs ¢ um campo esealer. Sew Laplaciano & um esenler, denotado par V26 ¢ definido come W -V 8,
iz o divergente do grodiente die &:
Fe s Po

2
Vs tayE T e



Teorema de Gauss

Fases resultados podem ser generalizados para integrais de superficie € de volume pelos teoremas
de Stokes & Gauss, respectivamente.

Figura 10.6: Teorema de Gauss.
Um volume qualquer preenchido
com cubos. Apos cancelamentos
internos, somente & contribuican
do fluxo na superficie externa so-
brevive. (Gnffiths)

O Teorema de Gauss diz que a integral tripla do divergente de
E no volume V' definido pela superficie § é a integral de superficie
de F' na superficie 5:

f V-E dv = j’; E-dS (Teorema de Gauss)  (10.32)
V 5

Para mostrar o teorema de Gauss, nos imaginamos o volume
arbitrario subdividido em cubos infinitesimais, como na Fig 10.6.
A integral no volume é obtida somando as contribuicoes dos virios
cubos, cada uma das quais é dada pela Eq. 10.25:

f V-EdV =3 V-E Avgpe =3 OFP™  (10.33)
v Hw—(

Na soma dos fluxos nos cubos, as contribuigoes de superficies in-
ternas se cancelam, pols vem sempre em pares de sinais opostos.
Sobra apenas a contribuican das faces externas:

fﬁ-mvzzﬁub%zfg.ﬂ:j{g‘-ds‘
Vv 5



Teorema de Stokes

(O Teorema de Stokes diz que a integral dupla do rotacional de uIm campo vetorial E na superficie
aberta S definida pela curva fechada €' é a integral de linha de F na curva "

fﬁ % E-d§ = j{ E-dl (Teorema de Stokes) (10.34)
) LN

Para mostrar o teorema de Stokes, nds imaginamos a superficie arbitraria subdividida em cir-
cuitos infinitesimais, como na Fig 10.7. A integral na superficie é obtida somando as contribuigoes

dos varios circnitos quadrados, cada uma dada pela Eq. 10.27:
fﬁxE‘-df: Y Y x B ASjutente = Y Cideadon (10.35)
g AS—0)

Na soma das circulagoes dos quadrados, as contribuicoes de lados internos se cancelam, pois vem
sempre em pares de sinais opostos. Sobra apenas a contribuicao da curva externa delimitando a
superficie:

fﬁxg-dfzzcgmzzfg-m‘zj{gm‘
F2 L



A Equacado de uma Onda Eletromagnética

Vamos deduzir uma equacgao diferencial cujas solugdes descrevem
uma onda eletromagnética e descobrir a sua velocidade de propagacao
no vacuo. Consideremos as equagdes de Maxwell com p=J=0 .
Tomando-se o rotacional de (3) e utilizando (1) :

VX (VX E)=-Vx ?)lj =—*(V><B) =—E&,U, aa E

Mas: Vx(VxE)=V(V.E)-V*E

’E
.. —— VE=¢u, 0 (5)
E como V.E =0 : ot
Analogamente, tomando-se o V2 0°B
rotacional de (4) ¢ utilizando 2): ~— = Eolly 372 (6)

As equagoes (5) e (6) equivalem a seis equagOes diferenciais escalares
(uma para cada componente de £ e B) formalmente idénticas.



A Equacado de uma Onda Eletromagnética

Para simplificar, consideremos que Ee B estejam nas diregoes y
e z, respectivamente e ainda que £, =E (x,1) e B.=B_(x,1)
somente. Entdo, as equagoes (5) € (6) se simplificam para:

O’E, JO’E, J0’B, J0’B,
=&l 2 € 2 ol 2 (7)
ox> 7 ot ox ot
Cada uma destas equacoes ¢ formalmente 1déntica a equacao:
0’y 1 9%
x> v o

que representa uma onda oscilando na diregdo y e propagando-se na
direcao x com velocidade v . Entdo, as equagdes (7) acima representam
uma onda que se propaga na direcao x com velocidade

1 =3.0x10° 2 =¢
Eoldy S

y =



A Equacado de uma Onda Eletromagnética

Ou seja, uma onda £M se propaga no vacuo com velocidade da luz.
A equagao de onda para um escalar ¥ qualquer (representando qualquer
componente de £ ou B) é:

oY lazw o
ox> ¢ or

cuja solugdo mais geral para propagacao numa direcao generica
do espaco ¢ do tipo:

Y=y, ¢

i(k.Ftar)

)
, com k=—.
C

Para uma onda propagando-se na direcao x:

=y, sen(kxtwr)




Exemplos

http://www.walter-fendt.de/ph11e/emwave.htm

(uma onda eletromagnetica)

http://people.seas.harvard.edu/~jones/ap216/applets/’emWave/

emWave.html

(a propagacao de uma onda eletromagnetica)
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https://www.walter-fendt.de/html5/phde/electromagneticwave_de.htm
https://people.seas.harvard.edu/~jones/ap216/applets/emWave/emWave.html
https://example.com



